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|. Einfihrung und Motivation

nattrliche Genesis der Mischverteilungen:

unbeobachtete Heterogenitat

einparametrige Dichte |f(Xx,A\)

A Populationsparameter, x im Stichprobenraum

Homogeneitat

Heterogenitat

DANE
Ao -—

Dichte in Subpopulation j: f(x,2;)
latente Variable Z beschreibt Populationszugehdrigk.

gemeinsame Dichte f(x,z)
mit f(x,z) = f(x|2)f(2) = f(x,1,)p;

I\/Iarginal Dichte: Mischungskern
K K /
f(x,P) = X f(x|l2)f(z) = 2. f(x,A)p; = J f(x,1) P(d)
z=1 =1 /
Mischende Verteilung
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K

Mischverteilung: > f(x,A;)p;
=1

z.B. X|A normalverteilt,
s exp{- Y2 (X-L)*/c°}

1
d.h. f(x,A) = W

und k = 2, =1, =1, Ap,=5
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K
Mischverteilung: 2. f(x,A)p;
=1
z.B. X|A Poisson verteilt,

d.h. f(x,A) = e™\*/x!
und k = 3, =1, A,=3, A3=5

04 —
0,3 —
[F(x,1)+f(x,3)+f(x,5)]/3
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C.A.MAN bietet Mischverteilungsanalyse:

P = &1 ;‘:J Schatzung der mischenden Verteilung !

n
log-likelihood: I(P) = 2_ log f(x;,P)
=1

n k
= 2 log [ 2. f(xiA5) pj]
=1 j=1

N

A N Nn
C.A.MAN stellt bereit: MLE fir P: P = (M ﬁi }
P1 .- Pk

Viele Anwendungen (direkte) sind vom folgendem
Typ:

Homogene Population Heterogene Population

natlrliche Dichte Mischverteilung

C.A.MAN bietet Mischverteilungsanalyse fur
Mischungen von

- Normalverteilungen

- Expontentialverteilungen
- Poissonverteilungen

- Binomialverteilungen

- Geometrische Verteilungen
- u.a. mehr

1999



Préasentation im Zshg der C4-Professur fiir Statistik an der Universitiat Bremen

Ein einfihrendes Beispiel:
Advanced Methods of Marketing Research
by Richard P. Bagozzi (1995):

,data from a recent branded ,,hardcandy* new
product and concept test*

von Interesse: X =,,Anzahl von verkauften Einheiten
des neuen Produktes in den verschiedenen
Verkaufsstellen innerhalb der letzten 7 Tage*

Tabelle 1 : Verteilunge der verkauften Einheiten

# von Einheiten
0 1 2 3 4 5 6 V4 8 9
102 54 49 62 44 25 26 15 15 10

Haufigkeit

# von Einheiten
10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
10 10 10 3 3 5 5 4 1 2 1

Haufigkeit
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Frequency Distribution of # of
Sold Packages

120
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# of sold packages

Typische Annahme fiir Anzahldaten X|A:
Poisson-Verteilung ~ f(x,A) = Po(x,A) = e™A*/x!

Reference: Bohning, Schlattmann, Lindsay: ,,Recent
Developments in C.A.MAN*, Biometrics (1992,1998)

Bohning, D.: Computer Assisted Analysis of
Mixtures and Applications: Meta-Analysis, Disease
Mapping, and Others. Chapman & Hall 1998.
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Mischverteilungsmodelle bilden den naturlichen
Rahmen der Empirischen Bayes Verfahren
Maritz and Lwin (1989)

Dichte f(x,A) mit priori- Verteilung P = [7‘;1 ;::] auf
1 e

dem Parameterraum von A

Bayessche Theorem:
K
posteriori-Dichte p(Ai/x) = f(x, ) p;/ 2. fOA)p;
=1
Problem in klassischen Bayesianischen Analysen:
P unbekannt!

Empirische Bayes-L0osung:

A N\ AYN
Benutze Schatzung fir P (z.B. P = [M - M J )

N Nn

P1 ... Pk
zur Berechung der posteriori-Verteilung

Dann: benutze EB-Schatzer E(A/X) an Stelle von x:
K

EQUX) = 2 P Oy
j=1
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Vorteil: Varianzreduktion

Empirical Distribution O and
Distribution-of EB Estimator +

100 4 OF

50 —

@GI_OGI-
o %OOO
10 20

# sold packages

O+
OO-l- @

frequency

Klassifikation basierend auf Mischverteilungen
Klassifikation in die Mischverteilungskomponenten:

Klassifiziere x; in diejenige Komponente j mit

6 (Aifxi) = maxlslska (A/Xi)
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I1. Theorie des NPMLE
I1. Charakterisierung

log-likelihood | ist konkav auf der Menge aller diskreter
Wahrscheinlichkeitsverteilungen Q!

Hauptwerkzeug: Richtungsableitung

O(P,0) = O!i_r)no I( (1-a)P -;ocQ) —1(P)
n

_ f(xi,Q) — f(x;,P)
- Z f(xi,P)

=1
und insbesondere flr die Einpunktverteilung an A: Q,

Gradientenfunktion: Dp(L) = ®(P,Q,)
n

n
_ f(xiA) — f(xi.P) _ f(x,A)
B Z fiP) Z f(x.P) ~ "
=1 i=1

fahrt auf: mixture maximum likelihood theorem (Lindsay
83a,b Ann. Statist.; Bohning 82 Ann. Statist.)

a) P is NPMLE < Dj (1) <0 forall &
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n
@12%);_—’% <1 forall A

N

N TAYN

A1 e Ak J
TAVN

P1 ... Pk

b) Dp (1) = 0 for all support points A of p= [

1.2 Algorithmen

zuverlassig konvergierende Algorithmen

VDM vertex direction

(10)P + a0,
step-length

[((1-a)P + aQ;) — I(P) so grol3 wie mdglich
~ oo Dp(A) — maximiere Dp(A) in A!
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VEM

bad vertex direction
P+ @P(1*) {Qi—Qi}

step-length
I( P +aP(A*) {Q;—Q;«})— I(P) so grolR wie moglich!

~ o P(A*) {Dp(A)-Dp(2*) }
—maximiere Dp(A) in A und minimiere Dp(A*) im Trager von P!

VEM konvergiert wesentlich schneller als die VDM; Lesperance
and Kalbfleisch 92 JASA: Bsp. mit #lterationen: 2177 (VDM),
143 (VEM); Bohning 1986 Metrika, Bohning 1986 JSPI

Praktische Realisierung
(BOhning, Schlattmann, Lindsay 1992, Biometrics)

Maximiere I(P) im Simplex Q aller W-verteilungen P auf dem
Parameterraum von A !

Phase |I: Wahle ein approximierendes Gitter A,,...,Ap (L<50)!

Maximiere I(P) im Simplex Qg p aller W-verteilungen P auf dem
Gitter {A4,...,AL} mit einem der 0.g. Algorithmen!
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Approximating Grid in
Marketing Research Example
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Hier: {\4,...,. A } ={0,1,2,...,20} mit L=21
Maogliche Wahl der Start -Gewichte: p;= 1/21

Veranderte algorithmische Strateqgie
In der algorithmischen Maschine von C.A.MAN

Phase 11: Benutze alle Parameterpunkte mit positivem Gewicht
als Startwerte des EM Algorithmus: — NPMLE

Beispiel: (Marketing Research)

The program will use the following options

to compute NPMLE:

DATA-FILE:psu.dat
PARAMETER-GRID:DEFAULT
DISTRIBUTION:POISSON

ALGORITHM: VEM

STEP-LENGTH: FULL NR (optimal step-length)
ACCURACY: .000001

NUMBER OF ITERATIONS:12345

step 1560 max. dir. derivative 1.000001
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gradient
gradient
gradient
gradient
gradient
gradient
gradient
gradient
gradient
gradient
gradient
gradient
gradient
gradient
gradient
gradient
gradient
gradient
gradient
gradient
gradient

Log-Likelihood at iterate :

1.0000 weight
1.0000 weight
9977 weight
1.0000 weight
1.0000 weight
.9993 weight
.9995 weight
1.0000 weight
1.0000 weight
.9991 weight
.9982 weight
.9983 weight
.9996 weight
1.0000 weight
.9951 weight
.9798 weight
.9491 weight
.9003 weight
.8337 weight
.7520 weight
.6601 weight

.1554 parameter
1272 parameter

.0000 parameter

4026 parameter
.0725 parameter

.0000 parameter
.0000 parameter

.0540 parameter
.0914 parameter

.0000 parameter
.0000 parameter
.0000 parameter
.0000 parameter

.0968 parameter

.0000 parameter
.0000 parameter
.0000 parameter
.0000 parameter
.0000 parameter
.0000 parameter
.0000 parameter

-1130.61200

.000000
1.000000
2.000000
3.000000
4.000000
5.000000
6.000000
7.000000
8.000000
9.000000
10.000000
11.000000
12.000000
13.000000
14.000000
15.000000
16.000000
17.000000
18.000000
19.000000
20.000000

Phase II:

14

C.A.MAN did identify 7 grid points
with positive support

weight:  .1554 parameter:  .000000
weight:  .1272 parameter:  1.000000
weight:  .4026 parameter:  3.000000
weight:  .0725 parameter:  4.000000
weight:  .0540 parameter:  7.000000
weight:  .0914 parameter:  8.000000
weight:  .0968 parameter: 13.000000
step 3689 max. dir. derivative 1.000001
group: 1 weight: .0002 mean:  .000000
group: 2 weight:  .2440 mean:  .204903
group: 3 weight:  .4314 mean: 3.001951
1999
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group: 4 weight:  .0713 mean: 3.001951
group: 5 weight:  .0563 mean: 7.418164
group: 6 weight:  .0951 mean: 7.418164
group: 7 weight:  .1017 mean: 12.872540

The NPMLE consists of 5 support points
Result after combining equal estimates:

weight:  .0002 parameter: .000000
weight:  .2440 parameter: .204903
weight:  .5027 parameter:  3.001951
weight:  .1514 parameter:  7.418164
weight:  .1017 parameter: 12.872540

Log-Likelihood at iterate : -1130.07100
Log-Likelihood at iterate : -1130.61200 (based on appr. grid: I( p Grid) )

o\ /)

0998 F-f----f o N

0996 -t --f---mmm

%#Z%&:—:p%

Gradient Functlon
| at NPMLE P
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[11. Biometrische Anwendungen
I11.1 Meta-Analyse

Ziel der Meta-Analyse:

Statistische Analyse einer Vielzahl von Einzelergebnissen (von
unterschiedlichen Studien) mit dem Ziel einer integrativen
Darstellung

Malzahl von Interesse: (oft in der Epidemiologie)
Odds-Ratio v, log (Odds-Ratio) A=log(vy)
n unabhéngige Studien (Kohorten-, Fall-Kontroll) mit Schétzern:

N

N
Ayeehn

gewichteten Schatzer ﬁpoo. = W1§\L1+... +Wn§\\,n

héaufig: w; proportional zu 1/var (ﬁj)

viele pros und cons! Review von (Dickersin und Berlin 1992,
Epidemiologic Reviews)

Results of a MEDLINE-Search

Search Term "Meta-Analysis"

1000

100 /

Frequency of Citations

10
1986 1987 1988 1989 1990 1991

after Dickersin und Berlin 1992 Year

Beispiel
16 1999
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3
Mel

Log Odds Ratio

2

nopausal Hormone Replacement Therapr

and Breast Cancer

Sillero-Arenas et al.

1992 Obstetrics & Gynecology

10

20

Study Number

Homogeneitat oder Heterogenitét

gepoolter Schatzer angebracht falls Homogenitat vorliegt

(=ho=...= )

aber was tun, im Falle der Heterogenitat?

17
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Mischverteilungsmodellierung

das Ubliche Modell im homogenen Fall

5\“ ~@( (X - A)/oi), ¢ stand normal, o; = var(ﬁi)

dann: gepoolte Schatzer ist MLE, wobei % die geschatzte
Effektmalizahl in der iI-ten Studienpopulation ist

Analog bedeutet das Zulassen von Heterogenitat in den M

K
hi~ 2 TPy =

J=1

K

=1

2. 9( (X~ 1)loi) pj

Beispiel 1

The program will use the following options

to compute NPMLE:

DATA-FILE:oesall.dat
PARAMETER-GRID:COMPUTED
DISTRIBUTION:NORMAL-DIFFERENT VARIANCE
ALGORITHM: VEM
STEP-LENGTH: FULL NR
ACCURACY: .000010

NUMBER OF ITERATIONS: 1500

Approximation based on grid with 25 mean parameters

step 25 max. dir. derivative 1.000000

gradient
gradient
gradient
gradient
gradient

18

4735 weight
5115 weight
5471 weight
5813 weight
.6155 weight

.0000 parameter
.0000 parameter
.0000 parameter
.0000 parameter
.0000 parameter

1999

-1.200000

-1.108333

-1.016667
-.925000
-.833333
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gradient
gradient
gradient
gradient
gradient
gradient
gradient
gradient
gradient
gradient
gradient
gradient
gradient
gradient
gradient
gradient
gradient
gradient
gradient
gradient

.6511 weight
.6893 weight
.7310 weight
7769 weight
.8271 weight
.8802 weight
.9319 weight
9749 weight
1.0000 weight
1.0000 weight
9727 weight
.9222 weight
.8566 weight
.7846 weight
7123 weight
.6427 weight
5763 weight
5128 weight
4517 weight
.3931 weight

.0000 parameter
.0000 parameter
.0000 parameter
.0000 parameter
.0000 parameter
.0000 parameter
.0000 parameter
.0000 parameter

.2893 parameter

.7107 parameter
.0000 parameter
.0000 parameter
.0000 parameter
.0000 parameter
.0000 parameter
.0000 parameter
.0000 parameter
.0000 parameter
.0000 parameter
.0000 parameter

Log-Likelihood at iterate :  -16.92961

C.A.MAN did identify 2 grid points
with positive support

weight:  .2893 parameter: -.008333
weight:  .7107 parameter:  .083334
weight:  .4854 parameter: 046702
weight:  .5146 parameter: 046702

19 1999

-. 7141667
-.650000
-.558333
-.466666
-.375000
-.283333
-.191666
-.100000

-.008333
083334

175000
.266667
358334
450000
541667
633334
.725000
.816667
908334
1.000000
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Voll iterierter NPMLE:

The NPMLE consists of 1 support points
Result after combining equal estimates:

weight:  1.0000 parameter: .046702

Log-Likelihood at iterate :  -16.80735
Festhalten: keine Stiitzung von Heterogeneitat!

Beispiel 2

NPMLE of Population Heterogeneity of

os | Log Odds Ratio |
0.7 L7 0.65
o ~metaanalysis: breast cancer
2 »rb .- and-oral contraceptiver
o o4t | =W
g 03 ******* 019 -l - T
0.2 // 777777 s o1
0.1 a 0 o} 0
0 y/ & 4 F g 4 F g g ¥ F F

OLh O, ¢ Y ( ‘Z Lo ©f8 < v’
*9 v-)cp 0){ {v” &6\) 6}) )@6\ QZV kS RONRCANT

Log Odds Ratio
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.2 Disease Mappino

Dismap for Windows - [Map]

= File Edit Map QEEGULE Mixtures Test Windows Help

Percentiles
Significance
Mixtures
Mixed Regression
EB-Estimators

components

Geschatzte Hetero-
genitat fir Berlin
Suizid Mortalitat

[ T+| |

konventionelle biometrische Methode:
(basierend auf der SMR = O/E)

far die Region i: O; ist Poisson mit Parameter AE;
f(x;,A) = Po(0;,LE;) = exp(AE;)(AE;) " fo;!
mit X; = 0i/E; (beob. SMR), A (theoret. SMR)

Klassification basiert auf dem P-Wert unter einer
homogenen Poissonverteilung

P(OiZOi) = PO(Oi,XEi) + PO(Oi'l'l,}\,Ei) + ...

21 1999
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22

Nachteil: erzwingt immer eine Risikostruktur auf der
Karte (,obwohl dies auch ein Zufallseffekt sein kann)

Losung: Zulassen von Heterogeneitat, d.h.
Modellierung einer Mischung fir x; = 0i/E;:

k k
Oi ~ 2. f(xiA)p; = 2. Po(oi,\Ei) p;
J=1 J=1

here K = 3, £,=1.33,
N AN N N\ N
p1:O.22, A»=0.95, p2:O.64, A3=0.46, p32014

1999
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Beispiel einer geschatzten homogenen Struktur
Leukamie in der ehemaligen DDR, 1980-1989

File Edit Map Method Mixtures Test Windows Help
-_n = Map

Leulkaemia in Fast Germany 1980-1930

Hesult after combining equal estimates
weight= 1.00000 parameter= 0.98962

log-likelihood at iterate=-457.43839

Cl :

A WAVENY.
SRS T
s g N e
VA g e
R e N e e
SR

Ay
o

-
; COMmponents
@ p=1 00 1=0 989G

o ]

/| ¥
el ]

Model flr Raten:

fir Region i: o; Falle beobachtet, N; unter Risiko
O; Poisson mit Parameter AN;

f(x:,1) = Po(0;,AN;) = exp(ANy) (AN;) ' /0!
with X; = 0i/N; (beob. Rate), A (Populationsrate)

Modellierung der Heterogeneitat wie gehabt!
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Beispiel: (Symons et al. 1982 Biometrics)
SIDS Rate in North Carolina: VVorschlag eines 2-
Komponenten Mischungsmodells

= I Y L N
= File Edit Map Method Mixtures Test Windows Help ;I
=
Estimated SIDS-
Heterogeneity in North-
Carolina 1974-1978
<7 on
1
0.9
08 -~
o7 1--f----gradient function for-——
__SIDS-DATA
0.002 0.004 0.006 0.008 0.01
SIDS-Rate
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0.6
05 f----------"PJ--"-""mm
N Y ENPMLE-Grid
ENPMLE
3 f---—-¢-NV--------—-———=—————— """ """""---1
O IR N Grid: 50 uniform A values; |
A= min {x;}, A = max {x; }
oL fg--—-—---08--—--Q-------P---"-"-""-"-"""""""-F
0 Be—
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

SIDS-Death per 2000

Key Referenz:
Schlattmann & Bo6hning (1992) Stat. in Med.
Schlattmann, Dietz & Bohning (1996) Stat. in Med.
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111.3 Bindre Regression

y binér, d.h. y=1 (Fall) oder y=0 (Kontrolle), x Kovariat

Ziel: Art der Abhangigkeit p, vom Kovariat x darstellen,
wobei
px = P (Y=1/X)

Bayes Theorem liefert
_ f1(x) P(Y=1) _ fi(x) p
Px=F1(x) P(Y=1) +fo(x) (1-P(Y=1)) = f1(x) p +fo(X) (1-p)

mit f,(x) = f(x[Y=1) und ,(x) = f(x|Y=0)

Schétzbarkeit von Prévalenz p
offenbar hangt vom Studientyp ab!

7
log (p/(1-p.)) = log (Fu(X)/fo(x)) + log ((p/(1-p))

Idee:
schatze f,(x) durch fi(x, P ) und erhalte log (p,/(1-p,)) !

Beispiel (Paquing 1995)

Follow-up Studie zur Auswirkung verschiedener Faktoren
auf die Wiederaufnahmewahrscheinlichkeit in die Klinik
innerhalb von sechs Monaten nach Entlassung bei an

Schizophrenie erkrankten Patienten aus dem Raum Metro
Manila
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x GroRe des Haushaltes (# Personen)
n =251,
Besonderheit: fir jedes x gibt es Replikationen!

Semiparametrische Schatzung der Logits
mit Mischverteilungen

(solid: empirische Logits; dashed: Logits geschatzt mit Mischvert.)

=
< -1.0 —
c 10
=
(S —
2
©
Q
i®)
2
< -1.5
S
E

2.0 —

2 7 12
Haushaltsgrol3e
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Challenger Shuttle Disaster:
observed data and fitted proportions

1,0 — o= =00 == O ® ®
~
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O 05 —
@
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0,0 00000 OO 060 O
[ [ [ [
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Temperature
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29

Perspektiven

Viele Aspekte nicht erwahnt, die im Zusammenhang
mit C.A.MAN verfligbar sind:

Modellierung von Fruchtbarkeitsstudien
Medizinische Diagnostik

Uberdispersionstest
Likelihood-Ratio Tests

Viele Aspekte nicht erwahnt, welche nicht verflgbar
sind in C. A.MAN

Weitergehende Bertcksichtigung von Kovariaten

Bootstrapping der Likelihood Ratio Statistik
zur weiteren Untersuchung der Anzahl der
Komponenten

Mischungen von Normalverteilungen mit
verschiedenen, unbekannten Varianzen
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